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Abstract In this paper we shall show some results about the properties of 
the harmonic measure for subelliptic operators on a new class of domains, the 
è-Harnack's domains. ° 


Riassunto In questa nota presenteremo alcuni risultati sulle proprietà della 
misura armonica per operatori subellittici per una nuova classe di domini, i domini 


$-Harnack. 
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1 Introduzione 


Le proprietà della misura armonica assumono importanza rilevante nello studio 
del comportamento alla frontiera delle funzioni armoniche positive. A questo pro- 
posito i risultati ottenuti da numerosi autori (vedi [11], [20], [10], [21], [2] e [12]) 
nell’ambito degli operatori uniformemente ellittici e parabolici, per esempio in me- 
rito all'esistenza di teoremi di confronto alla frontiera di tipo Harnack, ne sono la 
riprova. 

Recentemente Capogna e Garofalo [8] hanno studiato il comportamento alla 
frontiera delle soluzioni positive dell'equazione Lu = 0, con £ operatore subel- 
littico (nel seguito tali funzioni saranno dette £-armoniche) su domini limitati la 
cui frontiera è non tangenzialmente accessibile ( domini N.T.A.), relativamente 
alla metrica di Carnot-Carathéodory naturalmente associata all'operatore. Questi 
risultati si basano su alcune proprietà notevoli della misura £-armonica associa- 
ta all'operatore, in particolare gli autori provano la validità di una formula di 
duplicazione per la misura £-armonica, vale a dire, l'equivalenza tra la misura £- 
armonica di un disco alla frontiera e la misura £-armonica di un disco concentrico 
al precedente ma di raggio doppio, relativamente alla metrica naturalmente asso- 
ciata all’operatore. Una delle chiavi di lettura dei risultati ottenuti da Capogna 
e Garofalo è quella secondo cui una ’buona. regolarità’ geometrica della frontiera, 
dal punto di vista euclideo, per esempio di classe C? nel caso del sublaplaciano sul 
gruppo di Heisenberg, consente di ’trascurare’l’ effetto dei punti caratteristici. 

Proprio al fine di comprendere meglio il ruolo che i punti caratteristici giocano 
nel comportamento alla frontiera delle funzioni £-armoniche positive, può essere 
utile seguire un diverso approccio del problema. Per questa ragione ammette- 
remo condizioni di *minore regolarità’ geometrica della frontiera. I risultati che 
presenteremo in questa nota sono stati ottenuti in collaborazione con Bruno Fran- 
chi [14] e riguardano una formula di duplicazione, vedi Teorema 4.1, della misura 
L-armonica relativa ad operatori della forma seguente: 


p 
L=YX Ki 
j=1 
dove X;, j = 1,---,p sono campi vettoriali C°° del primo ordine omogenei (Xi 


è l’aggiunto formale) che soddisfano la condizione sul rango di Hérmander, su 
domini  C A" aperti e limitati che tengano conto nella loro definizione di quanto 
sia ’facile’ connettere un punto ’vicino’alla frontiera con altri ’distanti’p er mezzo 
di opportune catene di palle definite a partire da una metrica equivalente a quella 
naturalmente associata all’operatore, vedi Definizione 4.2 di dominio d-Harnack 
nella Sezione 4. 

Per ottenere questo genere di risultati abbiamo adattato alcune tecniche pro- 
babilistiche già impiegate per lo studio del comportamento alla frontiera delle 
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funzioni armoniche, su domini fortemente irregolari, vedi [1] e [2] e [13] per un 
approccio non probabilistico. 

_ La presente nota è organizzata in cinque brevi sezioni, oltre alla prima che 
è l'introduzione, la seconda e la terza sono dedicate rispettivamente, al fine di 
rendere più agevole la comprensione delle notazioni, ad una breve presentazione 
degli operatori subellittici studiati (si vedano (19), [15], [25], [27], [28] e [29] per 
un’ampia bibliografia sul tema) e alla teoria del potenziale astratto ( si vedano i 
lavori di [5], [4], [6], [3], [17], [18] e [9] per riferimenti ed ulteriori precisazioni), 
mentre le rimanenti sezioni sono dedicate alla presentazione dei risultati ottenuti. 


2 Richiami sulle proprietà degli operatori subel- 
littici 

Posto X = {X1,:--,X} una famiglia di campi vettoriali A” , n > 3 che soddisfano 

la condizione sul rango di Hérmander: 


rangoL(X1,::-,Xp) =" 


e considerato che ciò significa assumere che esistano n commutatori linearmente 
indipendenti di ordine minore o uguale a r € N U {0}, per fissare la notazione 
indicheremo con m— 1 il minimo intero non negativo r che soddisfa tale proprietà, 
ponendo e = m7!, diremo che v € A" è sub-unitario rispetto a X nel punto 2 se 


(0,6 < Le) e? 


per ogni € € R". Diremo poi che una curva assolutamente continua 7 : 0,7] A° 
è detta subunitaria rispetto ad X se Y(t) è subunitaria rispetto ad X inx = 9(t) 
per quasi ogni t € [0,7]. Quindi se x,y € A", posto 


r={y: ycurvasubunitaria, y: [0,7] > R°}, 
si definisce 
p(x,y) = inf {T>Q0: esistey €: y(0) = x, 7(T) = y}. 


La p così definita è una distanza [25] e tale metrica (detta metrica di Carnot- 
Carathéodory) gode della proprietà di duplicazione rispetto alla misura di Lebe- 
sgue, cioè, indicando con B.,s la palla rispetto la metrica o di centro x e raggio s, 
se K C R° è un insieme compatto, allora per ogni 7 € K esistono una costante 
positiva A = A(K) e un numero positivo so = so(K) tali che 


| Bx.26 |< A | Bra la 
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e per ogni r E K e per ogni 0 < s < sp dove | E | indica la misura di Lebesgue 
dell'insieme E si ha 

| B..6s |> 62 | Bra [ . 
pert E Keé<1,doveQ= log, A è detta dimensione omogenea di A” associata 
alla distanza di Carnot-Carathéodory p. La relazione che è possibile stabilire tra la 
metrica p e la metrica euclidea è la seguente. Per ogni compatto K C R° esistono 
due costanti positive, co e cq tali che per ogni r,y€ K 


cole -y|<p(x,y)<co]c-y| 
in particolare ciò significa che per ogni r €]0, 1] 


Bi cigie C Bxr C Birre 


xi 


A differenza di quanto accade per l'operatore di Laplace esistono, anche per le 
superficie C®°, punti per cui i vettori X; sono tangenti alla superficie in x per 
ogni j = 1,---,p. Tali punti sono detti caratteristici. Inoltre in questo contesto, 
nonostante la *regolarità euclidea’ della frontiera di un insieme, può essere che vi 
siano punti non regolari per il problema di Dirichlet ed noto che i punti irregolari 
per il problema di Dirichlet, per frontiere C”, sono anche punti caratteristici. 

Un esempio classico di operatore subellittico è quello del sublaplaciano, vale a 
dire l'operatore che si ottiene a partire dalla famiglia di campi vettoriali invarianti 
a sinistra, X = 10, STRAZIO. @0e COLZIIA AI sul gruppo di Heisenberg H" = C" x R 
dove i punti sono indicati da [z,t],2z=x+iy,r,ye R,t€Re 


Xj = dx; +24;0,, Y;= 0, - 255, j= l,-..,n. 
Indicheremo con 
[z,t]0[(,7]=[2+0(t+r+2Im< 2,6>] 
la moltiplicazione di gruppo (vedi [29]). Se si considera 
Q={[,t]eCxR: t> 0}, 


allora [0,0] è un punto caratteristico (in questo caso regolare per il problema di 
Dirichlet). 


3 Richiami di teoria del potenziale astratto 


La non esistenza di una soluzione classica del problema di Dirichlet per un dato 
insieme aperto limitato CR" e una assegnata funzione continua $ definita sulla 
frontiera 99, ovvero l’esistenza di una funzione & € C2(2) N C(I) tale che 


Au=0, Q, 
u=d, 90, 
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spinse Lebesgue e soprattutto Wiener ad introdurre la definizione di soluzione ge- 
neralizzata del problema di Dirichlet. Tale soluzione (soluzione PWB, dai cognomi 
dei matematici che hanno contribuito alla sua formulazione nel corso degli anni, 
Perron, Wiener e Brelot) viene costruita a partire da due classi di funzioni, per 
semplicità possiamo pensare ad esse come, rispettivamente, all’insieme delle ’so- 
prafunzioni’ ZA e a quello delle ’sottofunzioni’ U$ associate alla coppia 2, $ in un 
senso che andremo a precisare tra poco. Se 


Hî, = inf7î = supUò = BS 


e mi. H$ sono armoniche, allora la funzione H$ := Hi = H$ è detta soluzione 
generalizzata del problema di Dirichlet. 

La costruzione della soluzione generalizzata del problema di Dirichlet per l’o- 
peratore di Laplace può essere estesa ad altri operatori, purché siano soddisfatti 
alcuni ‘assiomi’ alla base della teoria del potenziale astratto . Nel 1969 Bony, [5], 
provò in particolare che se X1;::*,X sono operatori differenziali omogenei del 
primo ordine su di un insieme aperto 9 \ A" che soddisfano l'ipotesi sul rango di 
Hérmander, cioè l’algebra di Lie generata dai campi, L(X1,:--,X), ha in ogni 
punto rango n e l’operatore 


p 
L=EY Xi 
k=l1 


è non totalmente degenere, ovvero in ogni punto x € Q almeno uno dei vettori 
Xx(x), 1 < k < p non è nullo, allora il fascio H delle soluzioni u di Lu = 0 (tali 
funzioni, dette funzioni £-armoniche, sono C®), soddisfano gli assiomi della teoria 
del potenziale astratto e verificano l’assioma di Brelot. 

Senza addentrarci nel significato profondo di questi assiomi, la cui disanima 
esula dagli obiettivi che questa nota si pone, può essere utile sapere che ciò significa 
garantire l’esistenza di una base di aperti regolari per la topologia di Ne la validità 
della seguente disuguaglianza (assioma di Harnack): per ogni coppia di punti x, y di 
un aperto connesso A esiste una costante C > 0 tale che ogni funzione L-armonica 
positiva u in A vale 

u(y) < Cu(z). 


Riassumiamo ora come sia possibile costruire una soluzione generalizzata del 
problema di Dirichlet per l'operatore £. 

Un aperto regolare V è per definizione un aperto relativamente compatto di Q 
tale che per ogni funzione $ € C(9) esiste una ed una sola funzione H$ continua su 
V, L-armonica in V, uguale a $ su BV e tale che se é è positiva, allora HÎ è positiva. 
L'applicazione che a $ fa corrispondere H$(x) per x € V fissato, definisce una 
misura, Teorema di Riesz, wy su @V positiva e di massa unitaria. Questa misura 
è detta misura L-armonica in x relativa a V. Se esiste una base di intorni regolari 
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per Q, allora è possibile dare la definizione di funzione L-iperarmonica come segue. 
Una funzione u : 2 + È, inferiormente semicontinua (i.s.c.) è £-iperarmonica se 
per ogni insieme regolare V CC 0 e per ogni x € V vale la seguente formula di 
supermedia 


u(x) > h u(0)dwi (0). 


Indicheremo l’insieme delle funzioni £-iperarmoniche su 9 con H*(9); l'insieme 
delle funzioni £-ipoarmoniche, H.(0), è per definizione —H*(0). A questo punto 
risulta alquanto evidente l'analogia con l'operatore di Laplace dove la base degli 
intorni regolari è data dall'insieme delle palle aperte di R" la cui chiusura è conte 
nuta in £ e le funzioni iperarmoniche sono definite come sopra, ma con la seguente 
formula di super-media: 


u(T) > 
(e) > aBE 


Tor 


u(0)P(x,0)dHn-1(0), 


per ogni r € BÈ, Bi, C 9 (con BE, palla euclidea di raggio r). Con P 
indichiamo il nucleo di Poisson; notiamo, in particolare, come la misura armonica 
associata all’operatore di Laplace soddisfi la seguente formula, per ogni L C 0Bxr 
di Borel si ha 


w$ (0) = * P(x,0)dHn-1(0), 


con Hn-; (n — 1)—misura di Hausdorff. 

Utilizzando le funzioni £-superarmoniche possiamo introdurre rispettivamente 
la classe delle ’soprafunzioni’ e quella delle ’sottofunzioni’ associate all’insieme O 
e ad una funzione $ : 90 + È come segue: 


7} = {ue H°(0) : infu> -00, liminfu> @(7), per ogni x € 09}, 
Q yoTEen 


U$ = {ue H.(9) : supu < +00, limsupu < (7), per ogni x € 09}. 
Q uore82 

Definiremo soprasoluzione generalizzata del problema di Dirichlet associato all’o- 
peratore L, su £ C R" aperto e limitato Q C_R” con dato al bordo $, la seguente 
funzione 

Hi := inf ZA 
e in modo analogo 

Hî, := supUf. 
Finalmente, data una funzione g : 00 + È, diremo che $ è risolutiva se: 
*\ 7? _ L7O 
i) Ho= Ha 
e 
ii) 7É e H$ sono L-armoniche. 
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In tal caso H$ := Hi = H$)è la soluzione generalizzata del problema di 
Dirichlet. 

Le funzioni £-superarmoniche vengono definite nel modo seguente: u € H*(Q2) 
è L-superarmonica se per ogni aperto regolare V, V C O la funzione 


2 [ U(O)L(0), 


definita su V, è £-armonica. L’insieme delle funzioni £-superarmoniche in £ è 
usualmente indicato con S(Q), mentre l’insieme delle funzioni £-subarmoniche è 
dato da —S(Q). Il Teorema di Wiener garantisce che ogni funzione $ € C'(02), con 
QC AR" aperto limitato, è risolutiva, quindi, per il Teorema di Riesz e il principio 
del massimo, per ogni x € {2 esiste una sola misura di Borel di massa unitaria su 
99, w3, la misura £-armonica in z, tale che per ogni x € Q, 


H$(2)= /, (x) duf(0). 


Il problema di caratterizzare attraverso un’ opportuna misura le funzioni risolutive, 
fu risolto da Brelot ‘adattando’ la definizione di misura armonica precedentemente 
fornita ad una nuova c-algebra. Infatti, posto 7 la o-algebra, contenente la o- 
algebra di Borel degli insiemi di 09, definita come 


Fef\Fa 


ren 


dove 7, sono le o-algebra degli insiemi della forma 
F=(E\N)U(N\E), 


E C 99 insieme di Borel, N C A C 99, A insieme di Borel con w(A) = 0. Per 
cui continuando ad indicare con w3 la misura relativa ad z, 0 e £ sulla o-algebra 
F, definita attraverso l’unica estensione possibile, vale a dire wf(F)=w$(E) vale 
il seguente Teorema di Brelot. Per ogni insieme aperto e limitato I C A" fissato, 
una funzione $ : 00 — R è risolutiva se e solo se è wj integrabile e in tal caso per 
ogni re N 
d "— E 
H$()= f, ddu (0). 


La misura ottenuta attraverso la precedente estensione è la misura £-armonica. 
Ovviamente la costruzione di queste soluzioni generalizzate non garantisce l’esi- 
stenza di soluzioni classiche. Infatti i punti y € 09 sono detti regolari per il 
problema di Dirichlet se per ogni $ € C(00) 


lim HS(£) = #2). 
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Quando ciò non accade allora siamo in presenza di punti irregolari per il problema 
di Dirichlet. A tal proposito vale la pena di sottolineare che i punti della frontiera 
di un aperto limitato  C R" sono regolari se e solo se A" \ Q non è sottile in tali 
punti; ricordiamo che un insieme E C R" è sottile in un punto limite y € E se e 
solo se esiste una funzione £-superarmonica u in un intorno di y tale che 


(0) <img ul) 

D'altra parte l'insieme dei punti di E per cui E è sottile è un insieme polare, cioè un 
insieme per il quale esistono un aperto U, E C U e una funzione £-superarmonica 
su U tale che u= +00 su £. 

Questo tipo di risultati spiega come l’irregolarità della frontiera per il problema 
di Dirichlet sia intrinsecamente connessa alla natura dell'insieme. Per esempio nel 
caso dell'operatore di Laplace esistono gli esempi classici di punti irregolari della 
frontiera di un insieme £ dati dai vertici di cuspidi, componenti il complementare 
insiemistico di 92, quali la spina di Lebesgue, n > 30 la cuspide algebrica per n > 3. 

Il test secondo il quale procedere nell’individuazione dei punti irregolari rimane 
anche in questo ambito il test di Wiener, si veda l’estensione agli operatori subel- 
littici in [26]. Per concludere questa sezione occorre sottolineare come la natura 
dei punti irregolari sia ulteriormente complicata, almeno ai nostri occhi ’euclidei’, 
dalla necessità di impiegare metriche, quelle naturalmente associate all'operatore, 
non equivalenti alla metrica euclidea. 


4 Notazioni e risultati principali 


Supponiamo che { sia un aperto limitato di R° = R°-! x R, scriveremo y = 
(4, Yn) € A" dove y € R", yn € R. Supponiamo inoltre che la frontiera di O sia 
localmente il grafico di una funzione f € C*®(R°-1), a €]0,1] tale che f(0) = 0 
e Vf(0) = 0. Per semplicità, poiché questa ipotesi non è restrittiva per il nostro 
scopo, considereremo 


Q= {(y, yo) ER": FW) << f(0)+Ma, ly] < Ma} 


con M; e M7 costanti positive. Sia poi m come definito nella Sezione 2 e b un 
numero positivo, allora 


Fo ={(Y,y) ER: f(y)<un<f(4)+b"}, 
mentre per ogni x = (x’, rn) € R° porremo 


A"(z,b,r)= {(y, K)ER: f(4) < Un < f(y') #0, | ya |< r}, 
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9° A (x,b,r)= {yum e R": f(W)<m<f(y)+6", |y-2'|=r}, 
o” A (7, b, r) = {(44n “E bî") E pa 5 | v = 2' |< r} 


e 6(x) = xn — f(2'). Il primo risultato è dato dalla seguente stima superiore della 
misura £-armonica della superficie laterale dei cilindri A”(2, b, r). 


Lemma 4.1 Esistono una costante positiva c, €]0, 1[ ed una costante ca > 1 tali 
che per ogni x € S, e dati b, r, numeri positivi, r > cab, per ogni y € A"(z,b,r), 
sey = ', allora 

lm ag) (0° AT (2,6; r)) < cl. 


Per poter introdurre i domini su cui opereremo abbiamo bisogno di alcune 
definizioni e richiami preliminari. 


Definizione 4.1 Diremo che una quasi-metrica p è compatibile con L se p è equi- 
valente alla metrica di Carnot-Caratheodory p, cioè esistono c, € costanti positive 
tali che 


(1) cp(1,4) < P(x,y) < Cp(x,y) 
for all x,y € R°. 


La disuguaglianza di Harnack invariante per le p-palle (o per p-palle) di operatori 
subellittici associati ad una famiglia di campi vettoriali è uno dei risultati più 
importanti nello studio, per mezzo delle metriche di Carnot-Carathéodory, degli 
operatori ellittici degeneri (vedi [15],[7] (23}, [16]). In particolare se ) è una quasi- 
metrica compatibile e B = Bi, è una palla tale che cy4B CL, dove cy = cH(0) > 
1 è una costante geometrica, allora seu>0e Llu=0inQ, 


supu < Cinfu, 
B B 


dove C > 0 è la costante della disuguaglianza di Harnack per le p-palle. È dunque 
naturale costruire delle catene di palle che consentano l'applicazione della disugua- 
glianza di Harnack passo per passo. Infatti sia ) quasi-metrica compatibile; una 
f-catena di palle di Harnack di lunghezza v che connette x; € £2 con r7 € N è una 
successione finita di f-palle contenute in £, con centro yi = 1, Y2;:-.:% = T2 € 
di raggi r; < dist;(y;, 90), tali che per j = 1,---,v— 1, valga 


P(YirY;+1) < O min {r;,ri41}, 


dove 0 = @(c4). 
Ora siamo in grado di dare la definizione di dominio $-Harnack. 
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Definizione 4.2 Sia 5 una quasi-metrica compatibile e $ :]0, 00[-]0, co[ sia una 
funzione non crescente. Diremo che O è un dominio $-Harnack in un intorno U 
dell’origine se esistono c(U) > 0, c2(U), c3(U), ca > 1 tali che per ognir,b> 0 suffi- 
cientemente piccoli, ca(U)r > b e per ogni w € UNA con A"(w, c2(U)b, c3(U)r) C 
UNA, allora, ser € A"(w,b,r), allora esiste y € A, 6(4) > (co(U)b)", |y/- w' |< 
c3(U)r e una p-catena di Harnack H = {B,, 1 <gj< v} che connette x con y, 
6(x) < b", 6(y) > 6" tali che: 

i) B;CA"(0,1,c3(U)r), per1<j<v; 

ii) v S d(6(2)) — d(6"); 


iii) se poniamo S=U_; Bj, allora 
wg(0S \ Foa(U)bm) > c(U). 


Con questo tipo di dominio è possibile fornire una limitazione inferiore della misura 
armonica secondo quanto contenuto nel seguente risultato. 


Lemma 4.2 Sia 9 un dominio $-Harnack. Se b,r > 0, A”"(0,b,r) CUey>0 
sono tali che ca(U) < Y, cs(U)b < yr, allora per ogni x € A"(0,b,r) si ha 


wii m (0,097) (0° A" (0, 1bAr)) > C(U)c(M(0) 90"), 
dove C' > 0 è una costante indipendente da b e da r. 


Introduciamo la seguente ulteriore notazione; per ogni numero positivo Y in- 
dichiamo con 09 A” (x, yb, yr) il seguente sottoinsieme della frontiera del cilindro 
A"(£,9b,97), 


0° A" (2, yb,yr)= 9 A" (2,76, 17) \(0QUd° A" (2,b,yr)). 


Teorema 4.1 Supponiamo che I sia un dominio $-Harnack {bx}xen, {rx}€ken 
due successioni decrescenti di numeri positivi tali che: 

i)ro=2r, rh >(1+0)r,0>0ebo=b, br +0; 

ti) rt — rk+1 > cobk+1, dove ca è la costante del Lemma 4.1; 

ti) Dio exp ((9(07,2) — 9(67) — EEtIAIl) < co, dove è =| loge1 |, ci definita 
nel Lemma 4.1. 

Se b,r > 0, allora esiste una costante positiva c = c(r,b) tale che per ogni 
yEA"(z,b,r), r in un intorno U dell’origine vale 


Wim (2,25,27)(0° A" fe, b, 2r)) < CW m(2,28,2) (0° AT (2, 2b, 2r)), 


dove 


c(b, 7) < C(U)(exp (9(b7°) — 0(07))+3" exp ($(br2) — (09) — G(ra — r#+1)/bk+1)). 


k=0 


da 


Quindi vale la seguente formula di duplicazione: 


whm(z,2,27) (0 A” (7,26, 2r) \09) 


(2) 
< (1+ c(b,7))wA m(2,28,27) (0° A? (2, 26, 27)). 


5 Esempidi domini $-Harnack 


Una metrica compatibile nel gruppo di Heisenberg è la seguente: 
b(P,Q) = |P! 0 QI; 
dove ||[z,t]Il = max{|z1,y}t|} e 


[2,t]o[(,T]={[2+t+7r+21m<2,0>). 


In base a quanto definito nella Sezione 2 si ha che m = 2. Supponiamo per 
semplicità di considerare il caso in cui n = 1 e f = f(2) 2 0 sia una funzione 
Lipschitz continua definita in C' con le seguenti proprietà: 

i) f(Az) = A!#f(z), for 2 € C, A> 0, e per un dato #8 € [0, 1] e 


| f(2+6)— f(2)|<or|€1(161#+1219). 
ii) infj.=1 f(2) =é>0. 
Teorema 5.1 Sia f come sopra. 


a) Se 0<B<1, allora Q= {t> f(2)} è un dominio $ — Harnack con 
$(s) = cs!-3H e c costante positiva. 

b) Se B=1, allora è un dominio $ — Harnack con 

$(s)=C | logs| e C costante positiva. 


Volendo dare una nozione puramente intuitiva del metodo con cui si costruisce la 
catena di palle che connette (2, t] con [2/,#], 6([z',t#]) = t — f(2’) > 6? possiamo 
dire che il primo passo consiste nel muoversi’ sul segmento di estremi [z,t], (0, t] 
verso ’l’interno’ di 9, fino a quando non saremo ’abbastanza vicini’ alla retta di 
equazione 2 = 0; a quel punto ci *muoveremo’ in verticale fino a raggiungere il 
livello #”. 

Diamo ora un cenno, per un caso semplice, della dimostrazione relativa alla 
stima della lunghezza della catena di Harnack (punto (ii) della Definizione 4.2). 

Sia [,t] e P= {[,r] e H!: Tr >|E |?}. Siano poi Bpo,r = {[&,7] € H* : 
IE, T]I < 7} e Bray = {l9,5] € At: II{-2,-t] 0 [9,s]ll < r}. In particolare, 
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per l’invarianza della quasi-metrica per le traslazioni del gruppo, vale Bir = 
[z, t] 9 Bl0,0,r- _ 
Imponendo che Br C P se ne ricava 


(3) t+7r+2Im<z,EÉ>>|z+é|? 


per ogni [£, 7] € Bloor 
D'altra parte 


(4) t+7T+2Im<z,€>>t-r2-2|z]|r, 


per ogni | £ |< r. Quindi, per il Teorema della media di Lagrange, da (3) e (4) 
segue 
r2+2|2|r+2r(r+|2|)-(t-|z|})<0, 


cioè 
3r°+4|2|r-(t-|2|)<0. 


Risolvendo l’equazione si ottiene: 
s(t- 2 
ro-ala]+yia Ple) = ele 
2|2|+y4|2]+(-|2]2) 


Sia ora [z, t] tale che 
(5) t-|zP<|z}?, 


allora 


t- 2 
r>c la] 
| z| 


in tal caso si definisce la seguente successione di punti [z0, to] = [2,4], 


t-|z;|? 
[z;+1,t;+1] = (2; — e t4l g, . 
1 z; | 
z;/|z;|=2/|z|perj € Ne (z;,t;] che soddisfa (5). Da cio segue che se Jo è il 
primo intero per cui (5) non è verificata, allora 


2 


b 
io < ——_——. 
do £ Clo T7P 


Se (5) non vale allora 


r>ceyt-|z|?. 
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In tal caso muovendosi in ’verticale’, definendo cioè la successione [zo, to] = [z,t] e 
i+ ti) = [stiva], 


con t;41 = t;+c°(t;— | 2 [?), si ottiene che il primo intero k per cui [z;, t;] ha quota 
t;+1 > b? soddisfa la seguente stima: 


2: 


b 
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